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Abstrak

Pembelajaran konsep abstrak dalam matematika, seperti Barisan Cauchy dan Barisan
Kontraktif, sering kali menjadi tantangan bagi mahasiswa karena sifatnya yang kompleks dan
membutuhkan pemahaman visual yang mendalam. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis
pemahaman mahasiswa terhadap konsep tersebut dengan memanfaatkan Augmented Reality (AR)
berbasis GeoGebra sebagai alat bantu visualisasi. Penelitian ini menggunakan metode deskriptif
kualitatif dengan pendekatan studi kasus terhadap seorang mahasiswa program studi Pendidikan
Matematika di Universitas Negeri Medan. Data diperoleh melalui observasi, analisis jawaban
mahasiswa, serta evaluasi pemahaman sebelum dan sesudah penggunaan GeoGebra. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa penggunaan GeoGebra dalam pembelajaran barisan Cauchy memberikan dampak
positif terhadap pemahaman mahasiswa. Visualisasi interaktif memungkinkan mahasiswa untuk
mengamati bagaimana elemen dalam barisan semakin rapat seiring bertambahnya indeks, serta
memahami peran parameter dalam menentukan konvergensi barisan. Dengan demikian, penelitian ini
menegaskan bahwa integrasi teknologi AR dengan GeoGebra berperan signifikan dalam meningkatkan
pemahaman konsep matematika yang abstrak. Hasil penelitian ini dapat menjadi referensi bagi dosen
dan mahasiswa dalam meningkatkan efektivitas pembelajaran Analisis Real serta sebagai dasar
pengembangan metode pembelajaran berbasis teknologi di masa depan.
Kata Kunci : Barisan Cauchy, Barisan Kontraktif, GeoGebra, Augmented Reality, Analisis Real

Abstract

Learning abstract mathematical concepts, such as Cauchy Sequences and Contractive
Sequences, is often challenging for students due to their complexity and the need for deep visual
understanding. This study aims to analyze students' comprehension of these concepts by utilizing
Augmented Reality (AR) based on GeoGebra as a visualization tool. A qualitative descriptive method
was used with a case study approach involving a mathematics education student at Universitas Negeri
Medan. Data were collected through observations, analysis of student responses, and evaluations of
understanding before and after using GeoGebra. The results indicate that using GeoGebra in learning
Cauchy sequences positively impacts students' understanding. Interactive visualization allows students
to observe how the elements in a sequence become increasingly dense as the index grows, as well as to
understand the role of parameters in determining sequence convergence. Thus, this study confirms that
integrating AR technology with GeoGebra significantly enhances comprehension of abstract
mathematical concepts. The findings can serve as a reference for lecturers and students in improving
the effectiveness of Real Analysis learning and as a foundation for developing future technology-based
learning methods.
Kata Kunci: Cauchy Sequences, Contractive Sequences, GeoGebra, Augmented Reality, Real Analysis
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PENDAHULUAN

Matematika merupakan disiplin ilmu yang memiliki konsep abstrak dan kompleks, salah
satunya adalah teori barisan dalam Analisis Real. Konsep Barisan Cauchy dan Kontraktif sangat
penting dalam memahami kekonvergenan dan sifat dasar ruang metrik, tetapi sering kali menjadi
tantangan bagi mahasiswa dalam memahami konsep ini secara intuitif karena sifatnya yang abstrak
dan membutuhkan daya visualisasi yang tinggi (Efendi et al., 2018). Metode pembelajaran
konvensional yang masih bersifat tekstual dan simbolik sering kali kurang efektif dalam membantu
mahasiswa membangun pemahaman konseptual yang mendalam. Oleh karena itu, diperlukan inovasi
dalam pembelajaran yang mampu mengakomodasi kebutuhan visualisasi dan interaksi yang lebih
dinamis (Lai et al., 2019).

Seiring perkembangan teknologi, berbagai metode inovatif mulai diterapkan dalam
pembelajaran matematika, salah satunya adalah Augmented Reality (AR). Teknologi ini
mengkombinasi objek buatan komputer, dua dimensi atau tiga dimensi, ke dalam lingkungan nyata di
sekitar pengguna secara real time(Turan et al., 2018). Objek yang ditampilkan pada Augmented
Reality (AR) membantu pengguna dalam menghasilkan pemahaman atau gambaran baru yang
memungkinkan berinteraksi dengan lingkungannya (Nelson et al., 2022). Selain itu, perangkat lunak
GeoGebra yang terkenal dalam visualisasi matematika, dapat dikombinasikan dengan AR untuk
meningkatkan pemahaman mahasiswa terhadap konsep barisan. Berbagai penelitian sebelumnya
menunjukkan bahwa teknologi AR dalam pembelajaran matematika mampu meningkatkan
pemahaman konseptual mahasiswa serta memberikan pengalaman belajar yang lebih menarik. (Jurnal
penelitian sebelumnya) (Riani et al., 2021). Oleh karena itu, penelitian ini berfokus pada pemanfaatan
AR dengan GeoGebra untuk menganalisis pemahaman mahasiswa matematika dalam memahami
Barisan Cauchy dan Kontraktif (Guntur et al., 2020). Hasil penelitian ini diharapkan dapat menjadi
referensi bagi dosen dan mahasiswa dalam meningkatkan efektivitas pembelajaran Analisis Real
melalui teknologi AR dan GeoGebra (Arici et al., 2019).

Kajian Pustaka
Barisan Cauchy dan Kontraktif dalam Analisis Matematika

Barisan Cauchy merupakan konsep fundamental dalam analisis matematika yang berkaitan
dengan kekonvergenan suatu barisan dalam ruang metrik. Barisan Cauchy adalah jenis barisan yang
mengukur kedekatan setiap dua suku barisan (Chang & Hwang, 2018). Secara formal, sebuah barisan
{x,} disebut Cauchy jika untuk setiap € > 0, terdapat bilangan bulat positif N sedemikian sehingga
untuk semua m,n = N, berlaku (Noviani & Fajri, 2022):

d(xXpm, xp) < €

Artinya, semakin jauh indeks barisan, selisih antar suku dalam barisan tersebut menjadi
semakin kecil. Sifat ini menunjukkan bahwa meskipun limit dari barisan tidak diketahui secara
langsung, elemen-elemen dalam barisan tetap mendekati satu sama lain pada suatu titik dalam ruang
metrik (Qomario et al., 2022).

Sementara itu, Barisan Kontraktif merupakan barisan yang memenuhi sifat kontraksi, yaitu
ada konstanta 0 < k < 1 sehingga untuk semua m, n:

d(Xny1,%n) < k. d (X, Xp-1)
Barisan ini memiliki sifat khusus, yaitu selalu menuju suatu titik tetap (Huda, 2008).

Augmented Reality (AR) dan Geogebra dalam Pembelajaran Matematika

Augmented Reality adalah teknologi yang menggabungkan benda maya dua dimensi atau tiga
dimensi kemudian lalu memproyeksikan benda maya tersebut dalam waktu nyata. Augmented Reality
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didefinisikan sebagai teknologi yang menggabungkan dunia nyata dengan dunia maya, bersifat

interaktif menurut waktu nyata, serta berbentuk animasi tiga dimensi (Pangestu et al., 2019). Dengan
demikian Augmented Reality (AR) dapat didefinisikan sebagai sebuah teknologi yang mampu
menggabungkan benda maya dalam dua dimensi atau tiga dimensi ke dalam sebuah lingkunagn yang
nyata kemudian memunculkannya atau memproyeksikannya secara real time (Bursali & Yilmaz,
2019);(Andriyani & Buliali, 2021). AR merupakan sebuah konsep menggabungkan dunia maya
dengan dunia nyata untuk menghasilkan informasi dari data yang diambil dari sebuah sistem pada
objek nyata yang ditunjuk sehingga batas antara keduanya menjadi semakin tipis (Lestari et al., 2018).
AR dapat menciptakan interaksi antara dunia nyata dengan dunia maya, semua informasi dapat
ditambahkan sehingga informasi tersebut ditampilkan secara real time seolah-olah informasi tersebut
menjadi interaktif dan nyata (Nuryana & Wintarti, 2022). Konsep AR sendiri pertama Kkali
diperkenalkan oleh Thomas P. Caudell pada tahun 1990 dalam The Term ‘Augmented Reality’. Ada
tiga karakteristik yang menyatakan suatu teknologi menerapkan konsep AR:

1. Mampu mengkombinasikan dunia nyata dan dunia maya.

2. Mampu memberikan informasi secara interaktif dan realtime.

3. Mampu menampilkan dalam bentuk tiga dimensi (Nurwijaya, 2022).

METODE

Penelitian ini menggunakan metode deskriptif kualitatif dengan pendekatan studi kasus untuk
menganalisis pemahaman mahasiswa terhadap konsep Barisan Cauchy dan Kontraktif setelah
diberikan demonstrasi menggunakan Augmented Reality (AR) berbasis GeoGebra. Metode ini dipilih
karena penelitian berfokus pada eksplorasi mendalam terhadap respons dan pemahaman mahasiswa
setelah mendapatkan pembelajaran berbasis teknologi (Untari, Hasanah, Wardana, & Andhita, 2022).
Penelitian ini dilaksanakan di Universitas Negeri Medan pada 18 Februari 2025 dengan subjek
penelitian seorang mahasiswa dari program studi Pendidikan Matematika. Pemilihan subjek dilakukan
berdasarkan kriteria tertentu, yaitu mahasiswa yang telah menempuh mata kuliah Analisis Real yang
memiliki pemahaman dasar mengenai barisan dalam matematika, serta bersedia berpartisipasi dalam
penelitian ini (Kartini et al., 2020).

Langkah-langkah penelitian diawali dengan pengembangan media Augmented Reality
berbasis GeoGebra yang dirancang untuk memvisualisasikan konsep Barisan Cauchy dan Kontraktif
secara interaktif (Hidayat, 2015). Setelah media selesai dikembangkan, dilakukan demonstrasi kepada
subjek penelitian (Theodoropoulos & Lepouras, 2021). Demonstrasi ini dilakukan secara daring
melalui Google Meet (GMeet), di mana peneliti menyajikan materi menggunakan AR sambil
berinteraksi langsung dengan mahasiswa untuk memastikan pemahaman mereka terhadap konsep
yang diberikan. Setelah sesi demonstrasi selesai, mahasiswa diberikan angket berisi sejumlah soal
terkait materi yang telah dipelajari. Angket ini bertujuan untuk mengukur pemahaman mahasiswa
serta mengevaluasi efektivitas penggunaan AR dalam pembelajaran matematika (Sara & Danawak,
2021).

Dalam penelitian ini, data dikumpulkan dari hasil angket dan observasi selama sesi
demonstrasi berlangsung (Mourtzis et al., 2020). Teknik analisis data yang digunakan adalah analisis
deskriptif kualitatif, yang meliputi beberapa tahapan utama (Mursyidah, 2022). Tahap pertama adalah
reduksi data, yaitu proses menyeleksi dan merangkum data dari angket serta catatan observasi.
Selanjutnya, data yang telah dikategorikan disajikan dalam bentuk deskripsi naratif pada tahap
penyajian data. Terakhir, dilakukan penarikan kesimpulan berdasarkan hasil analisis untuk
mengevaluasi efektivitas penggunaan AR dalam meningkatkan pemahaman mahasiswa mengenai
Barisan Cauchy dan Kontraktif (Widyasari & Mastura, 2020).
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Instrumen penelitian yang digunakan meliputi media Augmented Reality berbasis GeoGebra,

angket tertulis untuk mengukur pemahaman mahasiswa, serta catatan observasi untuk mencatat
respons mahasiswa selama demonstrasi berlangsung. Dengan metode penelitian ini, diharapkan dapat
diperoleh gambaran yang jelas mengenai dampak penggunaan teknologi AR dalam mendukung
pembelajaran matematika, khususnya dalam memahami konsep abstrak seperti Barisan Cauchy dan
Kontraktif (Sukma et al., 2022).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berdasarkan hasil analisis yang telah dilakukan, menunjukkan bahwa pembelajaran berbasis
Augmented Reality dengan GeoGebra memberikan dampak positif terhadap pemahaman mahasiswa
mengenai konsep barisan Cauchy (Hendriyani et al., 2019). Melalui visualisasi interaktif, mahasiswa
dapat mengamati secara langsung bagaimana elemen-elemen dalam suatu barisan semakin rapat
seiring bertambahnya indeks, serta memahami peran parameter dalam menentukan konvergensi
barisan tersebut (Suciliyana & Rahman, 2020). Analisis terhadap jawaban mahasiswa sebelum dan
sesudah menggunakan GeoGebra menunjukkan adanya peningkatan dalam ketepatan penggunaan
notasi matematis, pemahaman terhadap sifat barisan Cauchy, serta kemampuan dalam menyusun
pembuktian formal. Pembahasan berikut menguraikan secara rinci bagaimana penggunaan GeoGebra
membantu mahasiswa dalam memahami konsep barisan Cauchy dan kaitannya dengan barisan
kontraktif (Untari, Hasanah, Wardana, & Jazuli, 2022).

Definisi Barisan Cauchy

Pada penelitian ini, mahasiswa diberikan pertanyaan terkait definisi barisan Cauchy dan
diminta memberikan contoh. Sebelum menggunakan Geogebra, mahasiswa memahami bahwa barisan
Cauchy merupakan barisan bilangan yang elemennya semakin mendekati satu sama lain seiring
bertambahnya indeks. Namun, penjelasannya cenderung bersifat intuitif dan kurang didukung oleh
notasi matematis yang formal. Setelah memperoleh pemahaman melalui GeoGebra, terdapat beberapa
perbaikan dalam jawaban mereka (Hsu et al., 2019). Dari hasil pengerjaan, mahasiswa menjelaskan
bahwa barisan Cauchy terdiri dari elemen-elemen yang semakin rapat seiring bertambahnya indeks,

meskipun limitnya tidak diketahui (Chusna et al., 2021). Contoh yang diberikan, an=l,

n
menunjukkan pemahaman yang cukup baik karena barisan ini memang memiliki sifat Cauchy dalam

ruang metrik bilangan real. Namun, aspek formalitas dalam definisi belum sepenuhnya dijelaskan,
terutama terkait dengan ketergantungan jarak antar elemen terhadap nilai €. Secara intuitif,
pemahaman ini sudah cukup baik karena menunjukkan bahwa mahasiswa memahami bahwa sifat
utama barisan Cauchy adalah keterdekatan elemen-elemen dalam barisan untuk indeks yang besar.
Namun, kelemahan dalam jawaban mahasiswa adalah tidak mencantumkan definisi formal dari
barisan Cauchy. Definisi yang lebih rigor dari barisan Cauchy dalam suatu ruang metrik (X, d) adalah:

Ve > 0,3IN € N sehinggavm,n = N,d(x;,, x,) < €

Penting bagi mahasiswa untuk membiasakan diri menggunakan definisi matematis yang lebih
formal agar dapat memahami konsep secara lebih mendalam dan dapat membuktikan sifat-sifatnya
secara sistematis. Pemahaman intuitif memang merupakan langkah awal yang baik, tetapi dalam ranah
analisis matematika, formalitas dalam definisi dan pembuktian sangatlah penting. Selain itu,
mahasiswa seharusnya juga mengklarifikasi bahwa barisan Cauchy tidak selalu memiliki limit,
kecuali jika berada dalam ruang metrik lengkap (Crispin, 2024).

Untuk memperjelas pemahaman ini, dilakukan visualisasi dengan GeoGebra, yang
menunjukkan bagaimana elemen-elemen dalam barisan semakin mendekati satu sama lain saat n
bertambah besar. Pada grafik yang dihasilkan, titik-titik yang merepresentasikan elemen barisan
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tampak semakin rapat mendekati nol, sesuai dengan sifat barisan Cauchy.

|

Gambar 1. Grafik Barisan Cauchy
Kriteria Konvergensi Cauchy

Pada pengerjaan mahasiswa, dijelaskan bahwa jika ¢ diperbesar, maka semakin banyak
elemen dalam barisan yang memenuhi sifat Cauchy. Sebaliknya, jika ¢ diperkecil, akan ada
kemungkinan elemen yang tidak memenuhi sifat tersebut. mahasiswa mencoba menjelaskan
bagaimana perubahan nilai € mempengaruhi sifat barisan Cauchy. Dinyatakan bahwa jika ¢
diperbesar, maka lebih banyak pasangan indeks yang memenuhi sifat Cauchy, sedangkan jika €
diperkecil, maka ada kemungkinan terdapat pasangan indeks yang tidak memenuhi kondisi Cauchy.
Pemahaman ini menunjukkan intuisi yang baik terhadap konsep Cauchy, tetapi mahasiswa belum
secara eksplisit membahas bahwa dalam ruang metrik lengkap, setiap barisan Cauchy pasti konvergen.
Selain itu, mahasiswa tidak membahas apakah ruang tempat barisan tersebut berada adalah lengkap
atau tidak, yang merupakan aspek penting dalam kriteria konvergensi Cauchy (Prasetiyo et al., 2018).
Seharusnya, mahasiswa juga menyebutkan bahwa dalam ruang metrik tidak lengkap, terdapat
kemungkinan barisan Cauchy yang tidak memiliki limit dalam ruang tersebut. Misalnya, dalam ruang
Q dengan metrik standar, terdapat barisan Cauchy yang tidak konvergen karena limitnya berada di
R/Q.

Secara formal, kriteria ini dapat dinyatakan sebagai:

Jika {x,,} adalah barisan Cauchy dalam ruang metrik lengkap (X, d), maka {x,} konvergen di
X.

Pada implementasi GeoGebra, dilakukan visualisasi terhadap dua jenis barisan:

1. Barisan Cauchy dalam ruang metrik lengkap, di mana titik-titik semakin rapat dan mendekati
limit tertentu.

2. Barisan Cauchy dalam ruang metrik tidak lengkap, di mana titik-titik semakin rapat tetapi
tidak memiliki limit dalam ruang tersebut.
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Gambar 2. Grafik Konvergensi Cauchy

Barisan Kontraktif dan Barisan Cauchy

Pada bagian ketiga, mahasiswa membahas barisan kontraktif dan kaitannya dengan barisan
Cauchy. Mahasiswa menunjukkan pemahaman yang cukup baik dengan menyajikan bukti bahwa
setiap barisan kontraktif merupakan barisan Cauchy. Bukti yang diberikan menggunakan
ketidaksamaan segitiga untuk menunjukkan bahwa jarak antar suku dalam barisan semakin kecil
seiring bertambahnya indeks. Hal ini sesuai dengan sifat barisan kontraktif yang memenuhi
ketidaksamaan:

d(Xn41,%n) < k.d(xp, Xn_1)

Dengan 0 < k < 1. Mahasiswa juga berhasil menunjukkan bahwa jumlah dari deret geometri
yang terbentuk dari jarak antar suku semakin kecil, sehingga dapat disimpulkan bahwa barisan
tersebut adalah Cauchy. Namun, mahasiswa hanya membuktikan bahwa barisan kontraktif adalah
Cauchy tanpa menjelaskan implikasi lebih lanjut, seperti bagaimana barisan kontraktif dapat
digunakan dalam teorema titik tetap Banach untuk menunjukkan bahwa barisan tersebut tidak hanya
Cauchy tetapi juga pasti konvergen ke suatu titik tetap dalam ruang metrik lengkap. Pemahaman
mahasiswa akan lebih mendalam jika mereka juga mengaitkan hasil yang diperoleh dengan konsep
teorema titik tetap, yang merupakan salah satu aplikasi utama dari barisan kontraktif dalam analisis
matematika.

Dalam kaitannya dengan visualisasi GeoGebra yang telah digunakan, mahasiswa telah
berhasil memodelkan barisan yang mereka bahas secara grafis. Pada visualisasi barisan Cauchy,
terlihat bagaimana jarak antara elemen-elemen dalam barisan semakin kecil seiring bertambahnya
indeks, yang sesuai dengan definisi Cauchy. Namun, dari tampilan grafik, tidak secara eksplisit
ditunjukkan apakah barisan tersebut benar-benar berkonvergensi atau hanya memenuhi sifat Cauchy
tanpa adanya limit dalam ruang metrik yang diberikan. Untuk meningkatkan pemahaman, sebaiknya
mahasiswa juga menampilkan garis batas atau titik akumulasi sebagai indikasi konvergensi barisan
dalam ruang metrik tertentu.

Pada visualisasi kriteria konvergensi Cauchy, GeoGebra digunakan untuk menunjukkan
bagaimana perubahan nilai ¢ mempengaruhi jarak antara elemen-elemen dalam barisan. Namun,
mahasiswa belum memanfaatkan fitur GeoGebra secara maksimal untuk menampilkan bagaimana
suatu barisan Cauchy dapat berkonvergensi atau tidak dalam ruang metrik tertentu. Dengan
menambahkan indikator visual seperti daerah € lingkungan atau garis limit, pemahaman mengenai
konvergensi akan lebih jelas (Muwahiddah et al., 2019).

Pada visualisasi barisan kontraktif, tampilan GeoGebra menunjukkan bahwa jarak antar
elemen dalam barisan semakin mengecil, yang sesuai dengan sifat kontraktifnya. Namun, visualisasi
tersebut masih dapat diperbaiki dengan menambahkan representasi titik tetap yang menjadi limit
barisan dalam kasus ruang metrik lengkap. Dengan cara ini, mahasiswa dapat lebih memahami
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bagaimana barisan kontraktif tidak hanya bersifat Cauchy tetapi juga pasti konvergen ke titik tetapnya.

Secara keseluruhan, mahasiswa telah menunjukkan pemahaman yang cukup baik dalam
menjelaskan konsep barisan Cauchy, kriteria konvergensinya, serta kaitannya dengan barisan
kontraktif. Namun, masih terdapat beberapa kelemahan dalam hal penggunaan definisi formal,
penyusunan argumen matematis yang lebih rigor, serta keterkaitan dengan teorema lebih lanjut dalam
analisis matematika. Mahasiswa perlu lebih terbiasa dengan cara membuktikan sifat-sifat barisan
menggunakan pendekatan formal, serta lebih eksplisit dalam mengaitkan konsep yang dipelajari
dengan implikasi lebih luas dalam ruang metrik. Selain itu, pemanfaatan GeoGebra dalam
memvisualisasikan konsep-konsep yang dibahas dapat lebih ditingkatkan dengan menambahkan
elemen-elemen visual yang menunjukkan aspek konvergensi dan keterkaitan dengan teori analisis
lebih lanjut. Dengan perbaikan dalam aspek-aspek ini, pemahaman mahasiswa mengenai konsep-
konsep dalam analisis real dapat semakin mendalam dan aplikatif.

Gambar 3. Grafik Barisan Kontraktif dan Barisan Cauchy
KESIMPULAN

Penelitian ini menunjukkan bahwa pemanfaatan Augmented Reality (AR) berbasis GeoGebra
dalam pembelajaran Barisan Cauchy dan Kontraktif memberikan dampak positif terhadap
pemahaman mahasiswa. Melalui visualisasi interaktif, mahasiswa dapat lebih mudah memahami
bagaimana elemen dalam barisan semakin rapat seiring bertambahnya indeks, yang merupakan ciri
utama barisan Cauchy. Selain itu, penggunaan GeoGebra juga meningkatkan ketepatan mahasiswa
dalam menuliskan notasi matematis serta membantu mereka dalam menyusun pembuktian formal
dengan lebih sistematis. Mahasiswa juga berhasil menghubungkan konsep barisan kontraktif dengan
barisan Cauchy serta menunjukkan pemahaman yang baik dalam membuktikan bahwa setiap barisan
kontraktif merupakan barisan Cauchy. Meskipun demikian, masih terdapat beberapa kelemahan,
seperti kurangnya penggunaan definisi formal secara eksplisit dan kurang maksimalnya pemanfaatan
fitur GeoGebra untuk menunjukkan konvergensi barisan dalam ruang metrik tertentu. Oleh karena itu,
penggunaan teknologi AR dengan GeoGebra dapat terus dikembangkan untuk meningkatkan
efektivitas pembelajaran matematika, khususnya dalam memahami konsep-konsep abstrak dalam
Analisis Real.
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